Online Journal of Mathematics, Science and Technology Education

Vol:1 No:1 Year:2020

journal homepage: https://www.ojomste.com/index.php/1

Matematik Ogretmeni Adaylarinin Cebirsel Ispat Yapabilme
Durumlarinin incelenmesi’

Aysun Yesilyurt Cetin®, Ramazan Dikici®

* Atatiirk Universitesi Kazim Karabekir Egitim Fakiiltesi, Erzurum/Tiirkiye.
aysun.yesilyurt@atauni.edu.tr, https://orcid.org/0000-0002-0344-231X

b Mersin Universitesi, Mersin Universitesi E gitim Fakiiltesi, Mersin/Tiirkiye,
rdikici@mersin.edu.tr, https://orcid.org/0000-0003-1903-9418

" Bu arastirma 18-22 Nisan 2018 tarihinde Antalya’da diizenlenen 27. Uluslararasi Egitim Bilimleri
Kongresi 'nde sozlii bildiri olarak sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: >
Oz
Cebirsel ispat, Matematik Ogretmeni adaylarmin cebirsel bir ispati yapabilme
matematiksel ispat, | durumlarinin incelenerek 6gretmen adaylarinin cebirsel bir ispati
olusturma siirecinde yasadiklar1 zorluklarin  belirlenmesinin
amaclandig1 bu arastirmada; durum calismas: deseni kullanilmistir.
Ogretmen adaylarinin ispat yapma siiregleri video kayit altina
Arastirma alinmistir. 5 matematik Ogretmeni adaymmin goniillii olarak dahil
olduklar1 bu arastirmada her biri ortalama on bes dakika siiren

ispat yapabilme
Makale Tiirii:

uygulamalar arastirmacilar tarafindan video kayit altina alinarak
betimsel analiz yontemiyle analiz edilmistir. Elde edilen bulgular
1s181inda Ogretmen adaylarinin bir ispat1 olusturma siirecinde ispata
baslayamama, ispat icerisinde hangi ozelligi ve tanimi kullanmasi
gerektigini bildigi halde bu o0zelligi ve tanimi ispati olustururken
kullanamama gibi zorluklar yasadiklari tespit edilmistir.
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Keywords: Abstract

Algebraic Proof, In this study, it was aimed to determine the difficulties they faced in the
mathematical process of creating an algebraic proof by examining the situation of
proof prospective mathematics teachers to make an algebraic proof. The case

study design was used in this study. 5 prospective mathematics teachers
proving were included voluntarily in the study. The proving process of the
participants was recorded by video. The implemantations, each lasting
an average of fifteen minutes, were videotaped by the researchers and
Research analyzed by descriptive analysis. In the light of the findings obtained, it
was determined that the prospective mathematics teachers had
difficulties such as not being able to start the proof in the process of

Paper Type:

creating a proof, not being able to use this feature and definition while
creating the proof even though they know which feature and definition
to use in the proof.
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Giris

Ispatlama, kural ve 6lgiitleri belli, ‘mantiksal akil yiiriitme* diyebilecegimiz bir akil yiiriitmedir
(Yildirim, 2015). Ancak ispatin matematikteki rolii yalnizca akil yiiriiterek teoremlerin
dogrulugunu gostermek degildir (ipek, 2010). En iyi ispat; yalmizca dogrulugu degil ayn1 zamanda
neden dogru oldugu da gosterilerek teoremin ispatlanma gerekgelerini anlamamiza yardim eden
ispattir (Hanna, 2000).

Ispat kavrami, matematiksel diisiinme becerilerinin gelisiminde ve matematiksel bilgilerin
olusumunda &nemli bir role sahiptir (Dede ve Karakus, 2014). Matematiksel ispat; matematiksel
bir ifadenin neden dogru oldugunun mantiksal bir agiklamasidir (Altiparmak ve Ozis, 2005). Ozel
olarak cebirsel ispatta degiskene deger vermeden matematiksel gegerlige sahip bir yolla
matematiksel ifadenin ispatlanmasi s6z konusudur ve dolayisiyla her ispatin cebirsel bir pargasi
vardir (Arslan ve Yildiz, 2010).

Matematik 6gretmenlerinin derslerini etkili bir sekilde yapilandirabilmeleri i¢in, kazandiracaklari
kavramin nereden geldigini, hangi matematiksel bilgi veya ilke lizerine kurulu oldugunu bilmeleri
gerekmektedir. Bunun i¢in de matematik O0gretmeni adaylarmin matematiksel ispat yapma
yOniiyle donanimli yetistirilmeleri gerekmektedir (Giiler, 2013). Matematik egitimindeki énemli
ancak en c¢ok sorun yaratan dgrenme alanlarindan biri de cebirdir (Akkus Ispir ve Palabryik,
2011). Birgok yetiskin cebirin ortaokul veya lise 6grencilerine daha uygun bir matematik alani
oldugunu diisiinse de, kiiglik ¢ocuklar bile sayilar ve islemlerle galisarak, oOriintiileri ve say1
kiimeleri arasindaki bagintilari inceleyerek cebirsel akil yiiriitmeyi kullanmaya tesvik edilebilirler
(National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000). Cebirsel ifadelerin ispat edilmesi
ogrencilerin cebirsel akil yiiriitme becerilerini gelistirir (ipek, 2010). Dolayistyla ispat dgretimine
sadece ileri diizey matematik derslerinde degil, her diizeydeki matematik konular1 kapsaminda
yer verilmesi ve 6grencilerin ispatla ilgili kavramsal bilgiye sahip olmalar1 ve ispatlama becerisi
kazanmalar1 6nemlidir (Sar1, 2011). Tanim, aksiyom, teorem ve ispat kavramlarim agiklamasi,
bir teoremin hipotezini ve hiikkmiinii belirtmesi ve ispat yontemlerini kullanarak basit ispatlar
yapmasi beklenen (Milli Egitim Bakanligi [MEB], 2013) 6grencileri yetistirecek olan matematik
Ogretmenlerinin de bu konuda iist diizey bilgi ve becerilere sahip olmalar1 ve derslerini
ogrencilerine bu becerileri kazandiracak sekilde yapilandirmalar1 gerekmektedir.

Bu bilgiler 1s181nda matematik 6gretmeni adaylarinin cebirsel ispatlar1 yapabilme durumlarinin
ortaya ¢ikarilmasinin, cebirsel bir ispatt olusturma siirecinde yasadiklar1 zorluklarin
belirlenmesinin ve bu zorluklarin giderilmesine yonelik bir 6gretim programi hazirlanmasinin
meslek hayatlarindaki matematik Ogretim siireclerinin iyilestirilmesine katki saglayacagi
Ongoriilmektedir.

Matematik 6gretmeni adaylari lisans 6grenimleri siiresince cebir dersleri almaktadirlar. Bu
derslerde de pek cok teorem ve ispatma yer verilmektedir. Dolayisiyla matematik 6gretmeni
adaylarinin cebir alaninda ispat yapabilme durumlarinin belirlenmesi 6nem arz etmektedir. Bu
arastrmada matematik Ogretmeni adaylarmin cebirsel bir ispati yapabilme durumlarinin
incelenmesi ve dolayisiyla Ogretmen adaylarinin cebirsel bir ispati olusturma siirecinde
yasadiklar1 zorluklarin belirlenmesi amaglanmaktadir. Bu baglamda 6gretmen adaylarmin ispati
olusturma siireclerinin agiga ¢ikarilmasinin ve ispati tamamlayamama nedenlerinin tespit
edilmesi beklenmektedir. Aragtirma, 0gretmen adaylarinin cebirsel ispat yapma siirecine 151k
tutmasi ve ispat yapabilme durumlarinin ortaya ¢ikarilabilmesi agisindan 6nemlidir.

Bu caligmada ‘Matematik 6gretmeni adaylarimin cebirsel ispatlar1 yapabilme durumlari nasildir
ve cebirsel ispatlar1 yapma siirecinde yasadiklari zorluklar nelerdir?’ sorusuna cevap aranmustir.
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Yontem

Bu arastirmada nitel aragtirma yontemlerinden durum galigmasi deseninin kullanilmigtir. Durum
caligmasi, sinirl bir sistemin derinlemesine betimlenmesi ve incelenmesidir ayrica arastirilmak
istenen olgu, 6ziinde sinirli olmalidir (Merriam, 2009/2013). Bu aragtirma; arastirmaya katilan 5
Ogretmen adayi, cebir konular1 ve uygulamalarda kullamilan teoremlerin ispatlar1 ile
smirlandirildigi ayrica 6gretmen adaylarinin cebirsel ispat yapabilme siireglerini derinlemesine
betimleyerek inceledigi igin bir durum caligmasidir.

Katilimcilar

Bu arastirmada 5 6gretmen adayinin cebirsel ispat yapabilme durumlari ele alinmustir. Soyut
Cebir ve Sayilar Teorisi I-II derslerini alarak belirli bir hazirbulunusluk diizeyine sahip ve
dolayisiyla zengin veri saglayabilecek katilimcilar, goniilliilliik esasiyla aragtirmaya dahil
edilmislerdir. Onceden belirlenmis Olgiitleri karsilayan bireylerle calisildigr igin arastirmada
amagli 6rnekleme yontemlerinden biri olan 6lgiit 6rnekleme yontemi kullanilmistir (Yildirim ve
Simsgek, 2008). Uygulamalar 6ncesinde, katilimcilara goriismelerin video kayit altina alinacagi
ancak kisisel bilgilerinin korunacagimin teminatini veren bir goniilliilik sdzlesmesi okutularak
imzalatilmistir. Calismada katilimcilar i¢in kullanilan isimler arastirmacilar tarafindan verilen
takma isimlerdir.

Veri Toplama Aract

Bu arastirmada ‘Matematik 6gretmeni adaylarmin cebirsel ispatlar1 yapabilme durumlar1 nasildir
ve cebirsel ispatlar1 yapma siirecinde yasadiklar1 zorluklar nelerdir?’ sorusuna cevap bulabilmek
icin hazirlanan veri toplama araci ile 6gretmen adaylarmin ispat yapma durumlari incelenmistir.
Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi I-II derslerinin igerikleri ve dgrenci ders notlar1 arastirmacilar
tarafindan incelenerek Cebir alaninda uzman ii¢ 6gretim elemaninin goriisleri dogrultusunda
belirlenen bes teorem uygulamada kullanilmistir. Bu teoremler Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi
dersinin igerigi esas alinarak se¢ilmistir. Arastirmada nitel veri toplama araglarindan goriisme
kullanilmis ve bu baglamda sesli diistinme yontemi ile desteklenmis yar1 yapilandirilmis miilakat
tekniginden faydalanilmistir. Yar1 yapilandirilmig miilakatlar, hem sabit secenekli cevaplamay1
hem de ilgili alanda derinlemesine gidebilmeyi birlestirir ve goriisiilene kendini ifade etme imkani
verme, gerektiginde derinlemesine bilgi saglama gibi avantajlara sahiptir (Biiylikoztiirk, Kilig
Cakmak, Akgiin, Karadeniz ve Demirel, 2010).

Sesli diisiinme, ispat yapma asamasinda izlenilen yol ve yontemlerin, yasanilan zorluklarin ve
yapilan hatalarin agikliga kavusturulmasma yardim etmektedir (Yesilyurt Cetin, 2017). Bu
arastrmada da matematik 6gretmeni adaylarinin cebirsel ispatlar1 yaparken izledikleri yol ve
yontemleri, yaptiklar1 hatalar1 ve yasadiklar1 zorluklari ac¢iklia kavusturabilmek amaciyla
Ogretmen adaylarindan uygulama sirasinda diigiincelerini sesli olarak ifade etmeleri istenmistir.
Ogretmen adaylarmin belirlenen teorem ispatlarmi yapma siirecleri video kayit altina alinnustir.
Uygulamalar sirasinda diislincelerini sesli olarak ifade etmeye ara veren katilimcilara
diistincelerini sesli olarak ifade etmeleri gerektigi hatirlatilmistir. Ayrica uygulama sirasinda
Ogretmen adaylarinin ispat yapma siireclerini daha net ortaya cikarabilmek ve zengin veri elde
edebilmek amaciyla da sorular sorulmustur. Her bir 6gretmen adayi ile yapilan goriigme ortalama
on bes dakika Stirmiistiir. Cebir alaninda uzman {i¢ 6gretim elemaninin goriisleri dogrultusunda
belirlenen ve uygulamalarda kullanilan teoremler asagida verilmistir.

Teorem.1l: (G,.) birgrupve N <G = G/N bir gruptur.

Teorem.2: (G,.) bir grup ve H < G olsun. Va € G igin, Ha = {x € G:a = x(mod H)} yani
Ha = a dir.

Teorem.3: Bir (G,.) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplarinin kesisimi yine G nin
bir alt grubudur.
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Teorem.4: Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.

Teorem.5: G bir grup ve a € G olsun. Vx € G igin, ¢, (x) = axa™! ile tammli ¢ : G — G, G nin
bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢ otomorfizmasi denir.

Veri Analizi

Durum c¢alismasi deseninde elde edilen veriler analiz edilirken alt problemler dnemli bir isleve
sahiptir. Veriler, alt problemler temel alinarak diizenlenip, yorumlanabilir. Ayrica verilerin analiz
edilmesi ve yorumlanmasinda, arastirmaci ¢alistig1 problemle ilgili alanyazimi etkili bir sekilde
kullanmalidir. Tlgili alanyazindan alintilar yapmak, yorumlarin baska arastirma sonuglartyla ne
derece uyustugu veya celistigi konusunda tartismalar agmak, veri analizini ve yorumlamayi
zenginlestirir (Yildirim ve Simsek, 2008).

Bu ¢alismada arastirmacilar elde ettikleri verileri arastirmanin problemini esas alarak diizenlemis
ve ilgili alanyazinla ne derece uyustugu veya celistigini arastirarak yorumlamislardir. Arastirma
sonucunda elde edilen veriler betimsel analiz yontemiyle analiz edilmis ve detayli bir anlatimla
okuyucuya sunulmustur. Betimsel analizde amag; elde edilen bulgular1 diizenlenmis ve
yorumlanmis bir sekilde ortaya koymaktir (Yildirnm ve Simsek, 2008). Gorilismeler,
arastirmacilar tarafindan biitiinciil bir yaklagimla analiz edilmis ve yorumlanmistir.

Bulgular

Bu baglik altinda matematik 6gretmeni adaylarinin cebirsel ispatlar1 yapabilme durumlarma ve
ispat olusturma siirecinde yasadiklar1 zorluklara yonelik bulgu ve yorumlar aktarilmistir.
Uygulamada kullanilan her bir sorunun analizi ve yorumu ayri ayri ele alinmis ve 6gretmen
adaylarmin cebirsel ispat yapma siireclerine yonelik 6rnekler aktarilmustir.

Uygulamada kullanilan teoremler arastirmaya dahil olan katilimcilarin Soyut Cebir ve Sayilar
Teorisi derslerinin ders igerikleri esas almmarak hazirlanmis olmasina ragmen Ogretmen
adaylarmin cebirsel ispat yapabilme durumlarinin beklenen diizeyde olmadigi tespit edilmistir. 1.
Teoremin ispatini yalniz Eyliil kismen de olsa tamamlayabilmis, burada normal alt grup tanimini
boliim grubu ile ilgili islemlere yansitamadigi i¢in grup olma sartlarindan birlesme ve birim
eleman oOzelliklerinin varligini beklenen diizeyde gosterememistir. Normal alt grup tanimini
kullanmayan Gozde ise bolim grubunun ne oldugunu hatirlayamadigi igin ispati
tamamlayamayacagini ifade etmistir. Beste de boliim grubunu dogru ifade etse de; normal alt grup
ile boliim grubu arasinda iliski kuramadigindan yani normal alt gruptan béliim grubuna nasil
gececegini bilemediginden ispati yapamadigini ifade etmistir. Ayse, her ne kadar grup olma
ozelliklerini sozel olarak ifade etse de normal alt grup 6zelliklerini hatirlayamadig icin ispati
yapamayacagini ifade etmistir.

Ogretmen adaylarindan Eyliil’iin 1. Teoremin ispatina yonelik ¢coziimii Sekil 1°deki gibidir.
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Teorem.i: (G,.)birgrupve N < G = G/N bir gruptur.
Ispat.1:
N &6 G lir
Mnent o€ G yng
Na 6

A Vg, ¢ 6In Teia

No, Ne = Ng, Ne-eN & G/ Orim  eleman
41
e
Moy Miep! = I Yo Ne olup Ng e 6y
Bing'= Mg 5 & S
=

dors elemoy

Sekil 1. Eyliil’iin 1. Teoremin ispatina yénelik ¢oziimii

2. Teoremi ispatlama durumlari incelendiginde higbir 6gretmen adayinin bu teoremin ispatina
baslayamadig1 ve dolayisiyla ispati tamamlayamadig goriilmiistiir. Ogretmen adaylarindan Beste
teoremin ifadesini okuduktan sonra diisiinmeye baslamis, miilakat¢inin ‘ Ne diisiiniiyorsun su an?’
sorusundan sonra ‘(Giilerek) Su an soruyu anlamaya caligiyorum. Yan kiime degil mi Hocam?
(Teorem ifadesini tekrar okuyor) O zamaan simdii a-x sifir desem mod H (‘a—x =0 (H)’
yazdi). H boler a-x desem Alt grubu H wn bir kati olacak (‘H/a — x = Hk’ yazdi). Iu yok
ctkmryor.” seklinde diisiincelerini sesli olarak ifade etmis ve ispata devam etmemistir.

3. Teoremin ispatin1 6gretmen adaylarindan Hakan ve Gozde s6zel olarak ifade etmis olmasina
ragmen beklenen diizeyde ispati yapamamislardir. Ayrica Hakan, sonlu gruplarda ispat1 yapmaya
calismis, elemanlar1 dogru kiimeden se¢mis, alt grup ve kesigsimin tanimlarini1 dogru kullanmig
olmasia ragmen ispati matematiksel notasyona uygun olarak yazamamustir. Diger 6gretmen
adaylar1 bu teoremin ispatini yapamamuglardir. Eyliil teoremin ifadesini matematiksel notasyonla
yazmaya ¢alismis ancak N;ecy H; seklinde hatali bir ifade kullanmistir. Beste teoremi her ne kadar
ornekle ispatlayamayacagini ifade etse de, ispati ornekle aciklamaya calismis ancak basarili
olamamustir. Ayse ise teoremin ifadesini anlamasina ve alt grup olma sartlarini yazmasina ragmen
ispat1 yapamamuigtir.

Ogretmen adaylarindan Gézde nin 3. Teoremi ispatlama siirecinin video kaydimn transkripti su
sekildedir:
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‘Ny, N3, N3, ..., N; < G olsun. Burda bunlarin hani kesigim kiimesi sdyle; k olsun k esittir suraya
n diyelim ya da [ diyelim (hangi indisleri kullanacagina karar veriyor). k=1 den [ ye kadar
(Burada miilakat¢cimin ‘sonlu mu segiyorsun? sorusu tizerine ‘yok hocam sonlu olmuyor aslnda,
sonlu veya sonsuz diyor zaten burada, u evet sonlu oluyor bu (giilerek)’ diyerek ispata devam
etmistir.) Ny 'va k ya (‘N,_1 Ny’ yazdi) bu kesisim kiimeleri olur. Bi kere hocam alt grup olma
sartlart neydi? Iu Bi kere kiimenin dncelikle G nin bir alt kiimesi olmasi gerekiyordu. Bu Ny, ’larin
alt kiime G (* Ny € G’ yazdi) olmasi gerekiyo. Bi de bu isleme gore, su isleme gore (teorem
ifadesinde gegen (G,.) daki islemi gostererek) N lerden sececegimiz (N, daki N yi gostererek) x
ve y elemanlari i¢in her x ve y elemanlart icin (Vx,y € N yazdi) x ¢carpt y iissii soyle y nin tersinin
G nin elemant olmasi gerekiyordu (‘x.y~' € G’ yazdi) iki tane sartimiz vardi. Burda hocam tek
biri i¢in hani sunu (‘x.y~1’ i gostererek) yazarsak zaten sdyle x,x, diye secersek bi tanesinin...
Nasil anlatayim ben size? Bu eleman (‘x.y~1’yi gistererek) hepsinde kesisim oldugu icin
hepsinin elemanm olacagindan xy eleman sey y iissii eleman sunu (‘Nk_, Ny’ yi gostererek)
soyleyebiliriz (‘x.y~' € N= Ny’ yazdi) Burdan da kesisimleri de alt grup olur ( ‘x.y~' €
NY_ N, < G’ yazdy).

Sekil 2°de G6zde’nin 3. Teoremin ispatina yonelik ¢éziimii verilmistir.

Teorer.3: Bir (G,) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) altgruplarinin kesigimi yine G
nin_ bir altgrubudur.

L),,)‘Jq_.’\)") S NL’AQ
' 4
M Ve | Ne € 6
"
VvV x,4 &N
xy7 €6

{
o NNe ¢ 6

bz

<3

Sekil 2. Gozde’nin 3. Teoremin ispatina yonelik ¢oziimii

Goriildigi gibi Gozde teoremin ifadesini dogru anlamus, ispati sozel olarak dogru ifade etmis
ancak matematiksel yazima uygun bir sekilde yazamamustir. Burada alt grup olma sartin1 yanlis
bildigini diisiindiiren ‘x.y~! € G’ ifadesini sonraki ‘Bu eleman (‘x.y~1’yi géstererek) hepsinde
kesisim oldugu i¢in hepsinin elemani olacagindan xy eleman sey y iissii eleman sunu (‘N,_; Ny’
yi gostererek) soyleyebiliriz (‘x.y~* € Nk_ Ny’ yazdy) Burdan da kesisimleri de alt grup olur (
%y P €NL_N, <G’ yazdy)’ ifadeleri ve yazimiyla diizeltmistir. Dolayisiyla Gozde bu
teoremin ispatini1 sdzel olarak dogru ifade etmis ancak matematiksel yazima uygun bir bicimde
yazamamistir.

4. Teoremi ispatlama durumlari incelendiginde Ogretmen adaylarinin devirli grup tanimini
bilmeleri ve sozel olarak ifade edebilmelerine ragmen bu teoremin ispatina baslayamadiklar
goriilmiistiir. Beste teoremin ispatina yonelik ezbere dayali birtakim bilgilerinin oldugunu ifade
etmis ancak bu bilgileri mantiksal olarak yorumlayamadig igin ispat1 yapamamustir. Ogretmen
adaylarindan Hakan’in “(...) mesela sunu kabul etsek, G nin iireteci g, (‘G =< g, >’ yazdy)
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seklinde bir kabuliimiiz olsa. Eger G devirli bir grupsa biitiin elemanlar: g, cinsinden yazmamiz
gerekiyor. Yani toplamsal ya da ¢carpimsal bir grup oldugunu séylememis ama (diisiiniiyor) buna
sonra tekrar baksam... (uygulama bittikten sonra bu teoreme tekrar doniiyor) (sessizce
diistindiigii icin miilakat¢i ‘Ne diistintiyorsun?’ diyerek sesli diistinmesini hatirlatiyor) Ya burda
tam olarak géstermek istedigimiz sey su hani tek bir iireteg tarafindan tiretilecek olmast ama sunu
tam anlayamadim yani G hakkinda bir bilgi de yok toplamsaldir ¢carpimsaldr diye... Mesela
toplamsal olsaydi iste ng, seklinde gidecekti elemanlar meseld hani g, i tirete¢ olarak kabul
ettigimizde. Eger carpimsal olsaydi g,"seklinde olacakti.” ciimlelerinden de anlagildigi gibi
Hakan devirli grup tanimini ifade edebilmektedir ancak bu teoremin ispatinda herhangi bir grup
islemine gerek olmamasina ragmen grup islemi verilmediginden ispati yapamadigini
diisiinmektedir.

5. Teoremin ispatinda Ggretmen adaylarinin homomorfizma ve izomorfizma olma sartlarini
bilmeleri ve grupta birim eleman ve birlesme 6zelliklerini kullanarak homomorfizmaya yonelik
islemleri yapabilmeleri ayrica birebir ve oOrten olmayr gosterebilmeleri gerekmektedir.
Otomorfizma olma sartin1 ifade eden Beste i¢ otomorfizmay:1 algilayamadigini ve ¢,(x) =
axa~! y1 nasil kullanacagini bilemedigini ifade etmistir. Gézde, otomorfizmayi bildigini ancak
i¢ otomorfizmay1 bilmedigini ifade etmis ancak sonrasinda otomorfizma sartlarm da ifade
edememistir. Elemanlar1 dogru se¢mesine ve homorfizma olma sartim bilmesine ragmen
homomorfizma olma sartina yonelik islemleri yapamamustir. Eyliil, elemanlar1 dogru segmis,
soruyu hatirladigimi ifade etmis ve homomorfizma oldugunu goéstermis ancak orten olma sartini
yazili olarak ifade ettigi halde mantiksal bir ¢ikarim yapamamis ve Orten olma durumunu
beklenen diizeyde gosterememis ve i¢ otomorfizmaya yonelik de herhangi bir ifade
kullanmamistir. Dolayisiyla Eyliil 5. Teoremin ispatin1 beklenen diizeyde tamamlayamamustir.
Ogretmen adaylarindan Hakan, otomorfizma ve i¢ otomorfizmay1 dogru bir bigimde ifade
etmistir. Elemanlart dogru segmis homomorfizma olma sartina yonelik islemleri yapabilmis ve
birebirligi de gostermistir. Ancak 6rten olmanin ne oldugunu bilmesine ragmen 6rten oldugunun
gosterilmesine yonelik ispat adimini yapamamustir. Ayse ise homomorfizma, izomorfizma ve
otomorfizma sartlarmi bilmesine, homomorfizma olma sartina ve birebir olmasina yonelik
islemleri yapabilmesine ragmen oOrten olduguna yodnelik ispat adimini yapamadigi i¢in ispati
tamamlayamamustir. Ayrica Ayse, Eyliill ve Hakan grupta birim eleman ve birlesme 6zelliklerini
kullanmalarina ragmen birlesme 6zelligini s6zlii olarak ifade etmemis ve matematiksel notasyona
uygun bir bicimde yazmamuglardir.

Sekil 3’te Ayse’nin 5. Teoremin ispatina yonelik ¢oziimii verilmistir.
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Sekil 3. Ayse’nin 5. Teoremin ispatina yonelik ¢oziimii
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Ogretmen adaylarmin cebirsel ispatlar1 yapabilme durumlarina yonelik bulgular Tablo 1°de
biitiinciil bir yaklagimla sunulmustur.

Tablo 1. Matematik ogretmeni adaylarinin cebirsel ispatlart yapabilme durumlart

Teorem Ayse Beste Gozde Eyliil Hakan
1. Kismen yapabildi
Teorem Yapamadi Yapamadi Yapamadi ancak Yapamadi
Ispati tamamlayamadi
2.
Teorem Yapamadi Yapamadi Yapamadi Yapamadi Yapamadi
Ispati
3 Sozel olarak ifade Sozel olarak ifade
' etti ancak etti ancak
Teorem Yapamadi Yapamads beklenen diizeyde Yapamads beklenen diizeyde
Ispati . .
ispati yapamadi ispati yapamadi
4,
Teorem Yapamadi Yapamadi Yapamadi Yapamadi Yapamadi
Ispati
5. Kismen yapabildi Kismen yapabildi Kismen yapabildi
Teorem ancak Yapamadi Yapamadi ancak ancak
Ispati tamamlayamadi tamamlayamadi tamamlayamadi

Tablo 1’den de goriildiigii gibi 6gretmen adaylarindan Beste higbir cebirsel ispati yapamamus;
Ayse ve Gozde bir, Hakan ve Eyliil ise iki cebirsel ispati beklenen diizeyde olmasa da kismen
yapabilmistir.

Sonug, Tartisma ve Oneriler

Bu arastirmaya gore matematik O0gretmeni adaylarmin cebirsel ispatlar1 yapabilme durumlari
ispata yonelik onceki bilgilerin eksikligi, var olan bilgileri ispata uygun bir bigimde kullanip
kullanamama, matematiksel dil ve notasyon bilgisi gibi bir¢ok sebeple iliskilidir.

Ogretmen adaylar1 genel olarak ya ispata baslayamamis ya da basladiklari bir ispati beklenen
diizeyde tamamlayamamuslardir. Ogretmen adaylar1 cebirsel bir ispati yapma siirecinde hem
onceki bilgilerin eksikliginden hem de mevcut bilgilerin ispata yonelik kullanilamamasindan
kaynaklanan sorunlar yasamaktadirlar. Bu arastirmadan elde edilen bulgulara gore, bazi 6gretmen
adaylar1, grup olma sartlarini bilmelerine ragmen normal alt grup 6zelliklerini hatirlayamadiklar1
icin bazilar1 da normal alt grup tanimini boliim grubu ile ilgili islemlere yansitamadigi i¢in birinci
teoremi ispatlayamamislardir. Bir 6gretmen adayi ise hem normal alt grubun hem bolim
grubunun hem de grup 6zelliklerinin ne oldugunu bilmesine ragmen grup 6zelliklerini kullanarak
boliim grubunun bir grup oldugunu goésterememistir. Besinci teoremde ii¢ 6gretmen adayi1 orten
olmanin ne oldugunu ifade etmelerine ragmen oOrten oldugunun gosterilmesine yonelik islem
basamaklarini; bir 6gretmen adayi ise homomorfizmayi1 bilmesine ragmen homomorfizma
oldugunun gosterilmesine yonelik islem basamaklarin1 yapamamislardir. Dolayisiyla bir cebirsel
ispatin olusturulmasinda ispatla ilgili tamim ve 6zellikleri yalnizca bilmek degil ayn1 zamanda
ispatin amacina ydnelik bu tamm ve 6zellikleri kullanabilmek de énemlidir. Ogretmen adaylari
ayrica devir grubunun tanimini ifade ettikleri ve teoremin ifadesini anladiklar1 halde dordiincii
teoremde ispata nasil ve nereden baglayacaklarini bilememislerdir. Benzer sekilde 6gretmen
adaylar1 ikinci teoremde teoremin ifadesinden yola ¢ikmiglar ancak teoremi anlasalar bile ispata
baslayamamislardir. Ugiincii teoremin ispatin1 dgretmen adaylarindan ikisi sdzel olarak ifade
etmis olmasina ragmen matematiksel dil ve notasyon bilgisi eksikligi sebebiyle beklenen diizeyde
ispat1 yapamamuglardir. Ogretmen adaylar1 cebirsel ispat siirecinde ispata baglayamamanin yani
sira matematiksel dil ve notasyon bilgisiyle ilgili de zorluk yasamiglardir. Elde edilen bu sonuglar
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Moore’un (1990), Giiler’in (2013) ve Polat ve Akgiin’iin (2016) ¢alismalariyla da benzerlik
gostermektedir. Ceylan’a (2012) gore; Ogretmen adaylarinin ispat siirecinde Orneklerden
yararlanmalar1 onlarm yeterli mantiksal ¢ikarimlara sahip olmadiklar1 anlamina gelebilmektedir.
Benzer olarak bu ¢aligmada da {igiincii teoremin ispatinda ornekten yararlanmaya calisan Beste,
dordiincii teoremin ispatinda mantiksal bir ¢ikarim yapamamis ve ezbere dayali ifadeler
kullanmigtir. Giiler (2013) aragtirmasinda 6gretmen adaylarimin birlesme 6zelliginin, birim
eleman Ozelliginin ve ters eleman Ozelliginin ne anlam ifade ettigini bilmediklerini ortaya
koymustur. Ancak bu arastirmada 6gretmen adaylarinin bu 6zellikleri bilmelerine ragmen ispata
yonelik islemlerde beklenen diizeyde kullanamadiklar1 ve dolayisiyla ispati tamamlayamadiklari
gOrilmistiir.

Bu arastirmaya gore, 6gretmen adaylar1 cebir alaninda bir teoremin ispatini1 yaparken pek ¢ok
zorluk yasamaktadirlar. Bu zorluklardan bazilari; ispata baslayamama, teoremin ifadesini
anlayamama, ispat igerisinde hangi 6zelligi ve tanimi kullanmasi gerektigini bildigi halde bu
ozelligi ve tanimu ispati olustururken kullanamama, dnceki bilgilerin eksik ya da yanls olmasi,
matematiksel dil ve notasyon bilgisi eksikligi sebebiyle matematiksel yazimi dogru yapamamadir.
Ayrica 0gretmen adaylar1 teoremin ifadesini anlasalar ve ispat igerisinde yapmalar1 gereken
cebirsel islemleri yapsalar dahi ispat1 beklenen diizeyde tamamlayamamaktadirlar.

Bu aragtirmadan yola ¢ikarak, cebir derslerindeki ispatlarin dgretiminin 6gretmen adaylarinin
cebirsel ispat yapma durumlar1 goz oniine aliarak ve cebirsel ispatta yasadiklari zorluklarin
giderilmesi esas alinarak yapilmasinin ispat ogretim siirecini iyilestirecegi diisiiniilmektedir.
Ayrica benzer ¢aligmalar farkli konu alanlarinda ve farkli 6rneklem gruplarinda da yapilabilir.
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